Ce titre contient quatre 'a', un 'b', cinq 'c', cinq 'd',

dix-neuf 'e', deux 'f', un 'g', deux 'h',treize 'i',

un 'j', un 'k', un 'l', un 'm', seize 'n', trois 'o',

quatre 'p', sept 'q', sept 'r', sept 's', quinze 't',

dix-huit 'u', un 'v', un 'w', six 'x', un 'y'

et quatre 'z'.

This title contains three a's, one b, two c's,

 two d's, thirty-three e's, five f's, two g's,

 nine h's, eleven i's, one j, one k, three l's,

 one m, twenty-one n's, sixteen o's, one p,

 one q, nine r's, twenty-three s's, 

twenty-four t's, three u's, four v's, 

eight w's, two x's, five y's and one z.

Jacques Pitrat

Résumé : Ce rapport présente un programme qui engendre des phrases indiquant le nombre d'occurrences des caractères qu'elle contiennent. Après avoir décrit le problème, nous détaillerons la méthode proposée, dérivée d'une méthode proposée par D.Hofstadter. Nous donnerons les résultats obtenus et nous monterons que cette méthode s'inspire d'une méthode bien connue en IA, mais qu'elle est appliquée dans une situation où elle devrait échouer. Pourtant, elle obtient d'excellents résultats.

Mots-Clés : auto-référence, réflexivité.

Abstract: This report describes a program creating self-reflective sentences, which indicate the number of occurrences of their letters. After defining the problem, we present the method, derived from a method described by D.Hofstadter. We analyze the results found by the system and we show that this method can be considered as an application of the means-ends analysis. Although it is used in a situation where it must fail, it has very good results.
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1. Introduction

1.1. Le problème

Le but est de réaliser une phrase qui décrive son contenu. Si elle n'en décrit qu'une faible partie, cela est assez facile par exemple :

Cette phrase contient exactement cinq 'n' et trois 'o'.

Les difficultés commencent quand la description du contenu est plus complète. Nous étudions dans ce rapport la réalisation de phrases qui décrivent le nombre des occurrences dans ces mêmes phrases des vingt-six lettres de l'alphabet. Le titre de ce rapport est un exemple d'une telle phrase. Il est possible d'avoir des variantes de ce type de phrases. Par exemple, elles pourraient aussi indiquer le nombre de blancs, le nombre de signes de ponctuation, le nombre de traits d'union ou même le nombre total de leurs lettres. Les méthodes utilisées dans tous ces cas sont les mêmes, mais certains d'entre eux peuvent conduire à des problèmes plus difficiles à résoudre.

Pour être précis, nous définirons plusieurs termes, qui sont rappelés dans l'annexe 1. Une phrase qui décrit son contenu est dite "correcte" quand tous les nombres de caractères qu'elle déclare sont égaux aux nombres de ces caractères qu'elle contient effectivement. Nous appelons "corps" d'une telle phrase l'ensemble des caractères qui y figurent, que l'on veut compter et qui ne sont pas dans les nombres associés aux caractères. Si l'on ne s'intéresse qu'aux vingt-six lettres de l'alphabet, le corps du titre est :

cetitrecontientabcdefghijklmnopqrstuvwxyetz

La partie "nombre" est formée des caractères que l'on veut compter et qui appartiennent aux nombres liés aux caractères que l'on compte. Pour le titre, elle contient les caractères suivants :

quatreuncinqcinqdixneufdeuxundeuxtreizeununununseizetroisquatreseptseptseptquinzedixhuitununsixunquatre

1.2. Difficulté du problème

Trouver de telles phrases est un problème très difficile si l'on n'utilise pas d'ordinateur. Même la vérification de la correction d'une solution prend du temps et l'on s'y trompe souvent.

Il est facile de voir que cette phrase contient six 'a', un 'b', sept 'c', quatre 'd', dix-huit 'e', quatre 'f', cinq 'g', cinq 'h', vingt-deux 'i', un 'j', un 'k', trois 'l', un 'm', vingt et un 'n', cinq 'o', quatre 'p', huit 'q', neuf 'r', huit 's', vingt et un 't', vingt 'u', six 'v', un 'w', six 'x', un 'y' et pour finir un 'z'.

Cette phrase est à la fois correcte et fausse. Les nombres de lettres qu'elle indique sont exacts, mais il n'est certainement pas facile de faire une telle vérification.

La découverte d'une telle phrase est encore bien plus difficile que sa vérification. Supposons par exemple que la phrase énonce qu'il y a sept 'p' alors qu'il y en a en réalité huit. Si nous changeons le "sept" lié à 'p' en "huit", nous allons perturber le nombre de 'h', de 'u', de 'i', de 's', de 'e' et de 'p'. Le nombre de 't' est le seul à rester inchangé. De plus nous n'avons pas résolu le problème pour les 'p' : il y en avait huit et nous indiquions sept. Maintenant, nous avons enlevé un 'p' en remplaçant "sept" par "huit". Non seulement nous avons modifié les nombres de 'e', 'h', 'i', 's', 'u', mais nous n'avons pas résolu le problème des 'p' ; nous avons seulement inversé l'erreur, car la phrase énonce qu'il y a huit 'p' alors qu'il n'y en a plus que sept.

Nous sommes dans un univers très cahotique où le moindre changement a de nombreuses répercussions en détruisant ce qui était correct auparavant. Il n'est pas facile a priori de penser à une méthode qui ait des chances de réussir. On peut essayer systématiquement tous les ensembles possibles de 26 lettres ; on vérifie ensuite pour chacun s'il a conduit à une phrase qui décrit correctement son contenu. Elle est impraticable pour des raisons de temps ordinateur, le nombre de situations à envisager étant beaucoup trop grand.

Il existe des cas où ce problème n'a pas de solution pour un corps donné. Prenons le cas extrême où l'on s'intéresse aux occurrences d'une seule lettre et considérons la phrase :

Cette courte phrase contient en tout six 'e'.

Elle est incorrecte puisqu'elle contient sept 'e'. Changeons alors le "six" en "sept" :

Cette courte phrase contient en tout sept 'e'.

Cela ne va toujours pas puisqu'il y en a maintenant huit. Changeons le "sept" en "huit" :

Cette courte phrase contient en tout huit 'e'.

Et nous revenons à sept 'e'. Nous voyons facilement qu'il ne peut y avoir de solution ; si l'on met "neuf", on aura seulement huit 'e'.

Aussi, il n'est pas évident qu'il existe au moins une phrase décrivant correctement les nombres de toutes les lettres qu'elle contient.

1.2. Les caractéristiques du français

La difficulté du problème dépend de la langue où on le pose. En français, certaines lettres n'interviennent pas dans la combinatoire, parce qu'elles n'apparaissent dans aucun nombre. C'est le cas des cinq lettres suivantes : 'b', 'j', 'k', 'w' et 'y'. Nous pouvons y ajouter les lettres 'l' et 'm' qui n'apparaissent que dans "mille", "million" et "milliard", que l'on a peu de chances de rencontrer comme nombre de caractères figurant dans une phrase normale. Cela fait donc 19 lettres que l'on peut rencontrer dans la partie mobile d'une telle phrase. Ce serait la taille du nombre de tirages qu'il faudrait faire pour définir une phrase, mais en réalité nous pouvons diminuer ce nombre d'une unité. En effet, les lettres 'g' et 'v' n'apparaissent que dans le nombre "vingt". Elles sont toujours ensemble, donc le nombre de 'g' et de 'v' qui apparaissent dans les nombres sont toujours les mêmes. Il suffit alors de considérer que nous avons dix-huit nombres à déterminer. Nous l'appelerons "degré déterminant le problème", car si l'on connaît en français le corps de la phrase et la valeur de ces 18 nombres, on peut vérifier si la phrase correspondante est correcte.

La partie "fixe" d'une phrase est formée du corps et des caractères des nombres liés aux caractères qui n'apparaissent dans aucun nombre. En effet, ces nombres ne changent jamais quand on remplace un nombre lié à un caractère par un autre. Pour le titre, la partie fixe est :

Cetitrecontientaunbcdefghiunjunkunlunmnopqrstuvunwxunyetz

La partie "mobile" d'une phrase est formée des caractères des nombres qui sont liés aux caractères pouvant figurer dans des nombres. Notons qu'en français, le nombre associé au 'g' et celui associé au 'v' figurent tous deux dans la partie mobile. En effet, ils peuvent tous les deux changer, bien que ces changements soient liés. Toujours pour le titre, elle est formée des caractères suivants :

quatrecinqcinqdixneufdeuxundeuxtreizeseizetroisquatreseptseptseptquinzedixhuitunsixquatre

Comme dans toutes les langues, changer un nombre en son successeur ou son prédécesseur peut avoir des conséquences sur de nombreux autres nombres. Par exemple, remplacer "deux" par "trois" va augmenter ou diminuer d'une unité les nombres liés à 9 lettres : 'd', 'e', 'i', 'o', 'r', 's', 't', 'u' et 'x'. La moitié des 18 nombres qui définissent une solution est touchée. Remarquons que, dans le cas du titre, la partie fixe est de taille inférieure à la partie mobile. C'est la majeure partie d'une phrase qui change quand on remplace des nombres par d'autres nombres.

Le problème des signes diacritiques, comme les accents ou la cédille, se pose en français. Doit -on considérer comme une seule lettre les caractères 'e', 'é', 'è', 'ê', 'ë' ou comme cinq lettres différences ? En réalité, que l'on prenne l'une ou l'autre solution n'a pas grande importance et ne change pas le degré déterminant le problème. Considérer comme distinctes des lettres avec un signe diacritique différent ne fait qu'alourdir la partie fixe de la phrase avec des nombres qui ne changeront jamais. En effet, il se trouve qu'aucun nombre ne contient en français de signes diacritiques, à l'exception du "zéro", mais il n'intervient jamais : si l'on indique qu'il y a zéro fois tel caractère, du même coup ce caractère apparaît une fois et le "zéro" disparaît !

Si nous considérons les variantes dont nous avons parlé précédemment, ce degré peut être parfois augmenté. Il ne change pas si l'on considère les signes de ponctuation qui restent les mêmes si l'on change les nombres. Par contre, le nombre de traits d'union va augmenter d'une unité le degré déterminant le problème, car certains nombres ont un trait d'union et d'autres pas. Il en est de même si l'on fait intervenir le nombre des blancs : des nombres comme "trente et un" ont deux blancs alors que la plupart des nombres n'en ont pas. Enfin, si l'on veut indiquer le nombre total de lettres, ce nombre change évidemment souvent quand on modifie un nombre : les nombres de caractères des nombres inférieurs à 100 varient déjà de 2 ("un") à 19 ("quatre-vingt-quatorze"). Dans ces derniers cas, il faut ajouter une unité à la valeur du degré de 18 que nous venons de voir pour chaque caractéristique supplémentaire que l'on introduit dans la phrase et qui dépend des nombres. Cela augmente ainsi la taille de l'espace de recherche.

1.3. Les caractéristiques de l'anglais

La situation de l'anglais est un peu plus simple. En effet, les lettres 'c', 'j', 'k', 'p' et 'q' n'apparaissent dans aucun nombre. 'z' n'apparaît que dans "zero" qui ne peut figurer comme nombre dans une phrase réflexive comme nous l'avons vu plus haut. 'b' et 'm' n'apparaissent que dans "billion" et "million" que l'on ne risque pas de trouver comme nombres d'occurrence d'un caractère dans une phrase. Il reste donc 18 lettres. Mais on a peu de chance de trouver des phrases qui contiennent au moins 100 occurrences d'un certain caractère. Cela élimine alors deux lettres supplémentaires, 'a' et 'd' ; 'd' et, dans la plupart des cas, 'a' se trouvent dans les nombres entre 100 et un million : "a hundred", "two hundred and one", "ten thousand", mais jamais avant 100. Si l'on a donc des phrases "raisonnables", nous n'y trouverons que 16 nombres susceptibles de varier ce qui réduit donc la combinatoire par rapport au cas du français. Le degré déterminant le problème pour l'anglais n'est que de 16 pour des phrases normales.

Il est bien évidemment hors de question de traduire une phrase réflexive française directement en anglais ! Il ne faut surtout pas traduire «quatre 'a'» par «four 'a'». Je ne suis pas très bon en anglais, mais j'ai réussi à traduire correctement le titre de ce rapport, ce que peu d'anglophones seraient capables de faire.

2. Une méthode de résolution

2.1. La méthode d'Hofstadter

Dans les chapitres 2, 3 et 16 de Metamagical Themas, Douglas Hofstadter a donné plusieurs exemples de phrase réflexive. Dans le chapitre 16, il propose une méthode pour créer de telles phrases.

Nous dirons que, pour une lettre d'une phrase, le nombre "réel" est celui des occurrences de cette lettre dans la phrase et le nombre "affiché" est celui qui figure dans la phrase lié à cette lettre. Si la phrase contient «quatre 'a'» et s'il y a effectivement 5 'a' dans cette phrase, le nombre affiché pour 'a' est 4 et le nombre réel est 5.

Dans la méthode proposée par Hofstadter, on commence par affecter au hasard des valeurs aux nombres liés aux 26 lettres. Si, pour toutes les lettres, le nombre ainsi affiché correspond au nombre réel, on a trouvé une solution. Si ce n'est pas le cas, on remplace pour chaque lettre son nombre affiché par son nombre réel qui devient ainsi le nouveau nombre affiché. On repart en vérifiant si l'on a bien obtenu la solution et en remplaçant tous les nombres différents du nombre réel. Hofstadter espère ainsi tomber sur un point fixe qui est la solution. On appelle "itération" chacune de ces étapes où l'on remplace les valeurs affichées par les valeurs réelles.

Deux cas peuvent se produire : on arrive à une solution ou l'on retrouve une situation déjà rencontrée auquel cas on boucle. On peut détecter les bouclages en gardant les situations déjà rencontrées, mais cela fait beaucoup de situations. Il est plus simple de limiter le nombre d'itérations permises : si l'on dépasse cette limite, on arrête d'itérer. Pour augmenter les chances d'obtenir une solution, on peut refaire un tirage et recommencer les itérations à partir de là. On appelle "point de départ" ce tirage des valeurs initiales liées à tous les caractères. Là encore, il faut définir une limite pour le nombre de points de départ que l'on a le droit de considérer. Si on le dépasse, on arrête les essais pour le corps proposé. Les nombres maximaux d'itérations et de points de départ sont des paramètres importants pour le succès de la méthode.

Cette méthode a été programmée et appliquée aussi au français. Elle a trouvé une solution qui aurait été parfaite si celui qui a implémenté l'idée d'Hofstadter n'avait fait une erreur en croyant que "trois" s'écrivait "troix". Selon l'expression d'Hofstadter, il a malheureusement donné une solution pour le "françaix" ! Cela a néanmoins montré que cette méthode trouvait effectivement des solutions. A priori son succès paraît surprenant, car elle bouleverse complétement la phrase ; la valeur de la plupart des nombres appartenant à la partie mobile est modifiée à chaque étape.

Cette méthode a un important avantage. Quand l'on arrive à une situation où l'ensemble des lettres des nombres réels est la même que l'ensemble des lettres des nombres affichés, on arrive directement à la solution à l'étape suivante. S'il n'existe que de rares solutions, il existe par contre beaucoup plus de situations qui sont ainsi à une étape de la solution. Prenons la phrase suivante :

Vous avez bien raison de compter toutes les lettres de cette phrase avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient seize 'a', deux 'b', huit 'c', huit 'd', quarante-trois 'e', quatre 'f', cinq 'g', trois 'h', vingt-deux 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', quatre 'm', vingt-quatre 'n', treize 'o', cinq 'p', douze 'q', vingt et un 'r', quatorze 's', trente-trois 't', vingt-quatre 'u', neuf 'v', un 'w', cinq 'x', un 'y' et pour terminer six 'z'.

Cette phrase ne décrit absolument pas son contenu. Les valeurs affichées sont différentes des valeurs réelles pour dix de ces nombres. Ces différences sont en général de une en plus ou en moins, mais dans deux de ces cas elles sont égales à deux :


lettre
valeur affichée
valeur réelle


e
quarante-trois
quarante et un


h
trois
cinq


i
vingt-deux
vingt-trois


n
vingt-quatre
vingt-trois


o
treize
quatorze


p
cinq
quatre


r
vingt et un
vingt-deux


s
quatorze
treize


u
vingt-quatre
vingt-cinq


x
cinq
quatre

Nous pouvons vérifier que l'ensemble des lettres des valeurs affichées est exactement identique à celui des valeurs réelles. Toutes deux ont un "quarante", quatre "vingt", un "et", un "quatorze", un "treize", deux "cinq", deux "quatre", deux "trois", un "deux" et un "un". Aussi la méthode d'Hofstadter conduit-elle directement à une solution en remplaçant les valeurs affichées par les valeurs réelles. Cela donne la phrase correcte suivante :

Vous avez bien raison de compter toutes les lettres de cette phrase avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient seize 'a', deux 'b', huit 'c', huit 'd', quarante et un 'e', quatre 'f', cinq 'g', cinq 'h', vingt-trois 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', quatre 'm', vingt-trois 'n', quatorze 'o', quatre 'p', douze 'q', vingt-deux 'r', treize 's', trente-trois 't', vingt-cinq 'u', neuf 'v', un 'w', quatre 'x', un 'y' et pour terminer six 'z'.

Bien que la différence entre la situation précédente et le but était très importante, on obtient en une seule étape la solution. Il existe beaucoup de situations de ce type, ce qui augmente considérablement la chance de trouver les solutions bien qu'elles soient très rares dans un espace de recherche énorme.

Un autre avantage de la méthode est de déterminer à la première étape toute la partie fixe. En effet, les nombres associés aux caractères ne figurant pas dans les nombres sont calculés exactement et mis à la place des nombres initiaux. Ils le resteront pendant toutes les étapes suivantes.

2.2. Une modification de la méthode

La méthode précédente conduit effectivement à trouver des solutions. Il est pourtant possible de l'améliorer, car chaque étape conduit à une modification considérable de la situation, la plupart des nombres étant modifiés simultanément à chaque étape. J'ai programmé une variante de cette méthode en ne changeant qu'un nombre à la fois. On prend un seul des nombres dont la valeur affichée est différente de la valeur réelle et on construit la phrase où l'on remplace la valeur affichée de ce nombre par la valeur réelle que l'on a déterminé, sans changer les autres nombres. Cela demande deux précautions.

La première précaution porte sur la détermination du nombre pour lequel on va remplacer la valeur affichée par la valeur réelle. Il faut prendre garde de ne pas commencer chaque fois au même endroit la recherche d'une lettre pour laquelle ces deux nombres sont différents : en opérant ainsi, on aurait souvent des bouclages. Supposons que l'on commence systématiquement par 'a' et que la valeur affichée pour 'a' soit "cinq" alors que la valeur réelle serait "quatre". On remplace donc "cinq" par "quatre", mais alors il y aura un 'a' de plus, donc la valeur réelle sera "cinq" juste au moment où la valeur affichée est devenue "quatre". En recommençant au début, comme ces deux valeurs ne sont pas les mêmes, on remplace cette fois "quatre" par "cinq" et on est revenu à la situation initiale. Le programme remédie à cela en commençant la recherche d'un désaccord entre valeur affichée et valeur réelle pour une autre lettre que celle pour laquelle on a fait le dernier changement. Remarquons qu'après un premier parcours de l'ensemble des lettres, la valeur de la partie fixe de la phrase est correctement établie.

La deuxième précaution consiste à donner à cette nouvelle méthode une qualité essentielle de la précédente : quand l'ensemble des lettres des nombres réels est le même que l'ensemble des lettres des nombres affichés, on doit obtenir la solution à l'étape suivante. Sans cela, on risque de passer à côté d'une solution évidente. Aussi ajoute-t-on à la fin de certaines étapes cette vérification. On détermine l'ensemble des lettres des valeurs réelles et celui des lettres des valeurs affichées pour les cas où ces deux valeurs sont différentes. Si ces deux ensembles sont les mêmes, l'ensemble des valeurs réelles est une solution. Pour ne pas perdre du temps, on ne le fait que s'il y a des chances raisonnables de réussite. Les détails sur cette limitation sont donnés à la section 4.2.3.

Remarquons que l'on a un bouclage si l'on retrouve le même ensemble de nombres et si l'on décide de changer la même lettre que dans la situation précédente. Cela est une important différence avec la méthode d'Hofstadter où il y a bouclage dès que la première de ces conditions est satisfaite. Cela conduit à 19 fois plus de situations différentes puisqu'il y a 19 lettres qui sont susceptibles de changer en français ; on a beaucoup moins de chances d'arriver à un bouclage.

2.3. Comparaison des résultats des deux méthodes

Cette amélioration est effectivement rentable. Trois expériences donnent une idée de la valeur de cette amélioration.

— 1. J'ai choisi un corps pour lequel le nombre de fois où l'on trouve une solution est anormalement élevé, quelle que soit la méthode utilisée. Dans les deux cas, on a pris 10.000 points de départ et 10.000 itérations pour chaque point de départ. Il existe au moins deux solutions :

Vous avez bien raison de compter les lettres de cette phrase bizarre avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient onze 'a', trois 'b', sept 'c', huit 'd', trente-cinq 'e', cinq 'f', quatre 'g', sept 'h', vingt-sept 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', trois 'm', vingt et un 'n', douze 'o', huit 'p', six 'q', seize 'r', dix-sept 's', vingt-huit 't', dix-neuf 'u', huit 'v', un 'w', six 'x', un 'y' et pour finir six 'z'.

et

Vous avez bien raison de compter les lettres de cette phrase bizarre avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient douze 'a', trois 'b', six 'c', dix 'd', trente-trois 'e', quatre 'f', trois 'g', six 'h', vingt-sept 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', trois 'm', dix-sept 'n', quatorze 'o', huit 'p', six 'q', vingt 'r', dix-huit 's', trente 't', dix-sept 'u', sept 'v', un 'w', huit 'x', un 'y' et pour finir cinq 'z'.

Les résultats sont les suivants :


méthode d'Hofstadter
méthode modifiée

nombre d'obtentions
3008
6726
de la première phrase

nombre d'obtentions
0
2
de la deuxième phrase

temps ordinateur
900 minutes
237 minutes

Le temps ordinateur, sur une station de travail Sun Sparc 1+, est inférieur avec la modification pour deux raisons. Les deux méthodes arrêtent immédiatement les itérations en cas de succès, mais cela arrive plus souvent avec la deuxième. Par ailleurs, la détermination des nombres de lettres se fait plus rapidement avec la deuxième méthode puisqu'il y a moins de caractères modifiés chaque fois.

— 2. Les programmes ont engendré toutes les solutions qu'ils pouvaient dans les mêmes conditions : 2.000 itérations, le nombre de point de départ étant normalement de 1.000 et étant augmenté pour chaque découverte d'une nouvelle solution. Ils ont été testés avec les mêmes 122 corps. La méthode proposée par Hofstadter a eu un succès pour 4 de ces corps et n'a jamais eu de succès multiple ce qui fait donc 4 solutions au total. La méthode améliorée a eu au moins un succès pour 60 de ces corps et a eu au total 93 solutions différentes ; en effet, elle a trouvé souvent plusieurs solutions différentes pour le même corps.

— 3 Après 40.000 points de départ et 5.000 itérations pour chaque point de départ, la méthode améliorée avait trouvé dix solutions différentes pour le corps décrit dans l'annexe 3. Avec également 5.000 itérations pour chaque point de départ, la méthode initiale n'a trouvé aucune solution après 82.000 points de départ pour ce même corps.

La méthode d'Hofstadter est une excellente méthode qui donne effectivement des solutions au problème de la recherche de phrases réflexives. Mais elle ne les trouve que pour une faible partie des corps proposés et, dans les expériences qui ont été faites, elle n'a pas réussi a engendrer de solutions multiples pour le même corps.

Je pense qu'il y a deux raisons possibles pour cette amélioration des performances avec la méthode modifiée. La première est que les changements sont moins brutaux puisque l'on ne change qu'un nombre affiché à chaque fois. La deuxième est que l'on peut faire plus d'essais avant de rencontrer un bouclage puisqu'il y a 19 fois plus de situations différentes ; comme nous l'avons remarqué, deux situations ne sont les mêmes que si l'on décide aussi dans les deux cas de changer le nombre affecté à la même lettre.

2.4. Principe de la recherche de plusieurs phrases

Il peut être intéressant de chercher successivement des phrases réflexives construites sur des corps variés pour avoir un nombre suffisant de succès pour essayer de trouver des phénomènes intéressants. Nous pouvons aussi avoir besoin d'avoir une phrase qui des propriétés particulières ; comme il n'y a pas toujours de solution, il est utile d'en prévoir quelques variantes. Comme il est souhaitable que toutes ces phrases aient un sens, on introduit un générateur de corps. D'une part, on définit un "noyau", suite de symboles qui sera commun à tous ces corps ; d'autre part, on définit N places où l'on pourra mettre à la ième de ces places un "ajout", suite de symboles prise parmi Ki possibilités. Ces ajouts sont définis de telle façon qu'ils soient indépendants les uns des autres.

Prenons pour exemple le noyau suivant, où, pour en faciliter la compréhension j'ai mis, ainsi que dans les ajouts, les blancs et les symboles de ponctuation. Les places des ajouts sont indiquées par des majuscules entre parenthèses :

(A) vous avez (B) raison de compter (C) (D) (E) les lettres de cette (F1) phrase (F2) avant de la croire quand elle (G) affirme qu'elle contient (H) 'a', 'b', 'c', 'd', 'e', 'f', 'g', 'h', 'i', 'j', 'k', 'l', 'm', 'n', 'o', 'p', 'q', 'r', 's', 't', 'u', 'v', 'w', 'x', 'y' et (I) 'z'.

Les ajouts sont les suivants :

A : "", "cher lecteur", "ami lecteur", "chers lecteurs"

B : "", "bien", "parfaitement"

C : "", "et de recompter"

D : "", "soigneusement", "avec soin", "avec beaucoup de soin"

E : "", "toutes"

F : "", "longue","curieuse","bizarre"

G : "", "vous"

H : "", "exactement"

I : "finalement", "pour finir", "enfin", "pour terminer"

"" indique la suite de symboles vide. Les symboles de place n'apparaissent pas dans le programme que je donne en annexe 2, mais il serait facile d'en tirer parti pour que l'ordinateur imprime directement les phrases solutions. F est mis à deux emplacements car l'adjectif correspondant peut se mettre avant ou après le nom. Cela ne se produit pas dans cet exemple, mais il est possible d'avoir un ajout, comme "ne pas", dont les parties se mettent à deux endroits différents du corps.

Cet exemple permet d'engendrer 4X3X2X4X2X4X2X2X4 soit 12.288 corps différents. On devrait en tirer au moins 8.000 phrases réflexives.

2.5. Une petite cousine d'Epiménide

Le crétois Epiménide est passé à la postérité avec sa phrase paradoxale sur les crétois menteurs. Il est également possible de rencontrer des paradoxes dont les auteurs sont cette fois une phrase. Considérons la phrase  :

Cette curieuse phrase ment quand elle affirme qu'elle contient exactement neuf 'a', un 'b', douze 'c', cinq 'd', trente-deux 'e', cinq 'f', cinq 'g', deux 'h', vingt 'i', un 'j', un 'k', cinq 'l', quatre 'm', vingt-sept 'n', cinq 'o', quatre 'p', quinze 'q', treize 'r', cinq 's', vingt-trois 't', vingt et un 'u', cinq 'v', un 'w', quatre 'x', un 'y' et pour finir quatre 'z'.

Le problème est que cette phrase ne ment pas, elle est correcte ; elle contient bien par exemple quinze 'q' et cinq 's'. Il faut donc la corriger, mais cela n'est pas si facile. Nous ne pouvons pas nous contenter d'écrire :

Cette curieuse phrase ne ment pas quand elle affirme qu'elle contient exactement neuf 'a', un 'b', douze 'c', cinq 'd', trente-deux 'e', cinq 'f', cinq 'g', deux 'h', vingt 'i', un 'j', un 'k', cinq 'l', quatre 'm', vingt-sept 'n', cinq 'o', quatre 'p', quinze 'q', treize 'r', cinq 's', vingt-trois 't', vingt et un 'u', cinq 'v', un 'w', quatre 'x', un 'y' et pour finir quatre 'z'.

En effet, elle n'est plus correcte : le nombre des 'e' n'est plus 32, mais 33 alors que celui des 's' est devenu égal à 6. De même, les nombres de 'n', 'p' et 'a' sont maintenant inexacts. Cette phrase ne ment pas quand elle dit qu'elle ment et elle ment quand elle dit qu'elle ne ment pas. Nous retrouvons un cycle analogue à celui d'Epiménide qui passe son temps à osciller entre le statut de menteur et celui d'homme digne de foi. Heureusement, tout s'arrange ici avec la phrase suivante :

Cette curieuse phrase ne ment pas quand elle affirme qu'elle contient exactement quatorze 'a', un 'b', dix 'c', quatre 'd', trente-quatre 'e', quatre 'f', cinq 'g', trois 'h', vingt et un 'i', un 'j', un 'k', cinq 'l', quatre 'm', vingt-quatre 'n', cinq 'o', quatre 'p', seize 'q', seize 'r', huit 's', vingt-six 't', vingt-deux 'u', cinq 'v', un 'w', cinq 'x', un 'y' et pour finir quatre 'z'.

Tout est rentré dans l'ordre, le nombre des 'e' est bien égal à 34 tandis que celui des 'q' est devenu égal à 16 et celui des 's' égal à 8. Remarquons qu'il est très facile de créer une phrase qui ment quand elle dit qu'elle ment. Il suffit d'associer aux lettres des nombres choisis au hasard. Il y a bien peu de chance que l'on construise ainsi une phrase correcte.

2.6. Une autre méthode de création des phrases réflexives

Une autre méthode pour engendrer des phrases réflexives semble prometteuse. On crée une table de hash pour toutes les situations rencontrées pour un certain corps ; cette table est commune à tous les points de départ. Une situation est caractérisée par les nombres de la partie mobile et par la lettre pour laquelle on a remplacé la valeur affichée par la valeur réelle. On poursuit les itérations jusqu'à rencontrer soit un succès, soit une situation déjà trouvée. Dans ce dernier cas, on modifie un nombre lié à une lettre qui n'a pas encore été remplacé par sa valeur réelle. Si l'on a déjà fait les changements pour toutes les lettres possibles, on choisit au hasard un nouveau point de départ. A chaque nouveau point de départ, on commence par appliquer une fois la méthode initiale d'Hofstadter de façon à déterminer immédiatement la partie fixe.

La limite sur le nombre d'itérations disparaît ainsi que celle sur le nombre de points de départ. Elles seront remplacées par une limite sur le nombre de situations différentes considérées. Par contre il est toujours nécessaire de regarder dans certains cas si l'ensemble des lettres des nombres réels est le même que l'ensemble des lettres des nombres affichés.

Cette amélioration élimine la perte de temps due aux bouclages qui peuvent se produire avant que l'on coupe par le nombre d'itérations. Elle permet également de ne pas refaire les mêmes essais avec des points de départ différents. Mais il faut bien gérer la mise en mémoire des situations déjà rencontrées qui sont en très grand nombre. Elle n'a pas été implémentée.

3. Les solutions multiples

3.1. Existence de plusieurs solutions pour le même corps

Il se peut que le même corps donne naissance à plusieurs solutions. Cela est particulièrement facile quand on s'intéresse aux occurrences d'un seul caractère. Si l'on a une phrase correcte qui indique qu'il y a N occurrences d'un caractère et si les nombres N, N+1, …N+p contiennent respectivement q, q+1, …q+p occurrences de ce même caractère, nous aurons p+1 solutions correctes en remplaçant N par un des p nombres suivants. Par exemple, cela se produit pour la lettre 'e' avec N valant 28, q valant 0 et p valant 3 puisque les nombres "vingt-huit", "vingt-neuf", "trente" et "trente et un" contiennent respectivement 0, 1, 2 et 3 fois le caractère 'e'. Si une phrase correcte indique seulement son nombre de 'e' et si ce nombre 28, cette phrase est également correcte pour les trois valeurs suivantes ce qui donne quatre solutions.

Pour le cas de deux caractères, nous avions vu dans l'introduction la phrase :

Cette phrase contient exactement cinq 'n' et trois 'o'.

Il existe d'autres solutions sur le même corps, par exemple :

Cette phrase contient exactement quatre 'n' et trois 'o'.

Cette phrase contient exactement cinq 'n' et deux 'o'.

Cette phrase contient exactement quatre 'n' et deux 'o'.

Il est facile de créer de tels groupes de phrases parce qu'il y a seulement deux lettres et que les nombres associés à une lettre sont indépendants de l'autre lettre. En effet, "cinq" et "quatre" ne contiennent pas de 'o' et que "trois" et "deux" ne contiennent pas de 'n'. De plus le nombre le plus élevé ("cinq" et "trois") contient la lettre à laquelle il est lié alors que le nombre inférieur ("quatre" et "deux") ne la contient pas.

Les heuristiques qui nous ont permis de créer les phrases précédentes ne sont valables que si l'on s'intéresse au nombre d'occurrences d'un petit nombre de lettres. Aussi n'est-il pas évident qu'il existe plusieurs solutions pour le même corps quand on indique les nombres d'occurrences des vingt-six lettres de l'alphabet. Il est surprenant de voir que c'est très fréquent. Nous avons donné deux phrases réflexives dans la section 2.5. Chacune d'entre elles a d'autres variantes ; celle qui dit qu'elle ment a au moins cinq autres solutions sur le même corps, l'une d'entre elles étant :

Cette curieuse phrase ment quand elle affirme qu'elle contient exactement dix 'a', un 'b', six 'c', six 'd', trente 'e', sept 'f', quatre 'g', trois 'h', dix-huit 'i', un 'j', un 'k', cinq 'l', quatre 'm', vingt 'n', six 'o', quatre 'p', neuf 'q', quatorze 'r', neuf 's', vingt-trois 't', vingt-deux 'u', quatre 'v', un 'w', neuf 'x', un 'y' et pour finir deux 'z'.

alors que la phrase qui dit qu'elle ne ment pas a au moins une autre solution :

Cette curieuse phrase ne ment pas quand elle affirme qu'elle contient exactement huit 'a', un 'b', sept 'c', six 'd', vingt-neuf 'e', six 'f', six 'g', trois 'h', vingt et un 'i', un 'j', un 'k', cinq 'l', quatre 'm', vingt-quatre 'n', cinq 'o', six 'p', sept 'q', neuf 'r', douze 's', vingt-deux 't', vingt et un 'u', six 'v', un 'w', dix 'x', un 'y' et pour finir deux 'z'.

Il peut y avoir de fortes différences pour certaines lettres entre deux solutions basées sur le même corps. Par exemple, dans les deux phrases qui ne mentent pas, le nombre des 'q' est de 7 dans un cas et de 16 dans l'autre. De même, le nombre de 'r' est de 9 pour l'une et de 16 pour l'autre.

Le record actuel est donné en annexe 3, avec au moins dix solutions pour le même corps. Le corps de la phrase donnée à la fin de la section 2.1. conduit à au moins huit solutions.

3.2. Le couple onze–douze

Des opérateurs permettent dans certains cas de trouver directement une solution à partir d'une solution déjà connue. Dans le cas du français, le cas le plus fréquent est lié à la ressemblance existant entre les deux nombres consécutifs "onze" et "douze".

Les deux nombres "onze" et "douze" ont trois lettres en commun : 'e', 'o' et 'z'. La lettre 'n' apparaît dans "onze" et pas dans "douze" ; les lettres 'd' et 'u' apparaissent dans "douze" et pas dans "onze". Si nous avons donc une solution avec douze 'd', N 'u' et N-1 'n', nous aurons aussi une solution où tous les nombres associés aux 23 autres lettres seront les mêmes, mais où l'on associera "onze" à 'd', N-1 à 'u' et N à 'n'. En effet, puisqu'il y aura "onze" à la place de "douze", il y aura bien un 'd' et un 'u' moins et un 'n' de plus. Remarquons que ceci est aussi valable en changeant les rôles de 'd' et de 'u', mais il est plus fréquent d'avoir douze 'd' que douze 'u', lettre très fréquente car elle apparaît dans plusieurs nombres. L'opérateur fonctionne aussi en sens inverse dans le cas où l'on a onze 'u', N-1 'd' et N 'n'. C'est ainsi que la phrase :

Cher lecteur, vous avez bien raison de compter avec beaucoup de soin les lettres de cette phrase bizarre avant de la croire quand elle affirme qu'elle contient exactement dix-sept 'a', quatre 'b', douze 'c', onze 'd', quarante-huit 'e', sept 'f', cinq 'g', sept 'h', vingt-deux 'i', un 'j', un 'k', neuf 'l', quatre 'm', vingt-sept 'n', douze 'o', huit 'p', neuf 'q', quinze 'r', douze 's', vingt-huit 't', vingt-six 'u', neuf 'v', un 'w', cinq 'x', un 'y' et enfin huit 'z'.

satisfait aux conditions de l'opérateur appliqué à l'envers avec N valant 27. Nous avons bien 11 'd, 27 'n' et N-1=26 fois la lettre 'u' ; nous créons donc immédiatement une autre solution :

Cher lecteur, vous avez bien raison de compter avec beaucoup de soin les lettres de cette phrase bizarre avant de la croire quand elle affirme qu'elle contient exactement dix-sept 'a', quatre 'b', douze 'c', douze 'd', quarante-huit 'e', sept 'f', cinq 'g', sept 'h', vingt-deux 'i', un 'j', un 'k', neuf 'l', quatre 'm', vingt-six 'n', douze 'o', huit 'p', neuf 'q', quinze 'r', douze 's', vingt-huit 't', vingt-sept 'u', neuf 'v', un 'w', cinq 'x', un 'y' et enfin huit 'z'.

Le couple "onze–douze" correspond à l'opérateur qui s'applique le plus souvent. Il en existe bien d'autres, mais il sont bien moins souvent appliquables. Par exemple, un autre opérateur est issu du couple "six–sept" ;.le premier nombre a 'i' et 'x' en plus et 'e', 'p' et 't' en moins. Si donc nous avons sept 'p', alpha-M 't', bêta-N 'e', N-1 'x' et gamma-(M-1) 'i', nous avons une autre solution avec six 'p', alpha-(M-1) 't', bêta-(N-1) 'e', N 'x' et gamma-M 'i'. Dans «alpha-M 't'», alpha représente le nombre des dizaines, comme "trente" ou "quarante" et M celui des unités. Cela permet d'associer des nombres qui ont des valeurs très différentes, comme ceux des 'x' et des 'e'. Il était également possible d'avoir de telles variantes pour le couple précédent, mais les nombres de 'n' et de 'u' sont en général proches. Cette nouvelle règle s'applique si l'on a :


lettre
solution connue
nouvelle solution


'e'
quarante-cinq
quarante-quatre


'i'
vingt-deux
vingt-trois


'p'
sept
six


't'
trente-trois
trente-deux


'x'
quatre
cinq

Alpha vaut "trente", bêta "quarante", gamma "vingt", M "trois" et N cinq" Je n'ai donné qu'une variante liée à ce couple, mais on peut permuter les rôles des lettres. L'opérateur s'applique aussi dans l'autre sens. On peut créer d'autres opérateurs à partir du même couple en associant les lettres de façon différente ; dans l'opérateur précédent, on a associé "sept" à 'p', 'e' à 'x' et 'i' à 't'. On aurait pu aussi associer "sept" à 'e' sous la forme "delta-sept" (comme "quarante-sept"), 'i' à 't' et 'p' à 'x'. L'application de chacun des opérateurs lié à ce couple demande la vérification de cinq conditions, ce qui fait qu'ils sont d'un usage moins fréquent que ceux lié au couple précédent. Il existe d'autres couples, mais ils exigent souvent encore plus de conditions ; on a donc très peu de chance de pouvoir les appliquer.

L'anglais n'a pas de couples de nombres voisins en valeur et en symboles qui soient aussi proches que le couple onze–douze pour le français.

Bien que l'on rencontre assez souvent des couples de solutions qui correspondent au couple onze–douze, la plupart des solutions multiples ne sont toutefois pas dues à l'application d'un opérateur issu de ce couple. Par exemple, aucune des dix solutions données dans l'annexe 3 ne rentre dans ce cadre.

4. Les solutions

4.1 Fréquence des solutions

Quand on part d'un point de départ, on peut soit arriver à une solution, soit boucler indéfiniment. Cette dernière situation est la plus fréquente, d'une part parce qu'il y a des corps pour lesquels il n'existe aucune solution et d'autre part parce que même s'il existe une solution il arrive très souvent qu'un point de départ conduise à un bouclage. La situation du corps examiné dans la première expérience de la section 2.3 où il y avait un succès pour environ deux points de départ sur trois est exceptionnelle. Même quand il existe au moins une solution, il est déjà rare de la trouver pour un pour cent des points de départ. Dans l'exemple donné en annexe 3, une des phrases a été trouvée une seule fois sur 100.000 points de départ.

Il arrive que l'on ne trouve pas de solution parce que l'on n'a pas poussé assez loin les itérations. Il arrive effectivement que l'on obtienne une solution après plus de 10.000 itérations. Dans la plupart des cas on les trouve pourtant avant 5.000 itérations et très souvent avant 2.000. Le temps ordinateur est à peu près proportionnel au nombre d'itérations alors que la probabilité de trouver une solution diminue très vite quand le nombre d'itérations déjà effectué est élevé. Il serait intéressant de détecter les bouclages, mais ce serait coûteux en temps, car ils ont souvent de très grandes périodes. Par ailleurs, quand une solution demande beaucoup d'itérations pour un point de départ, elle peut en demander bien moins pour d'autres points de départ. Il vaut donc mieux augmenter le nombre de points de départ et diminuer celui du nombre d'itérations.

Sur un essai fait avec 3573 corps différents avec un nombre d'itérations de 2.000, on a trouvé au moins une solution pour 1528 corps, soit 43%. Dans cette recherche, pour engendrer le maximum de phrases avec des solutions multiples pour le même corps, le nombre de points de départ était variable selon le nombre de solutions rencontrées. Il était de 1.000 au départ ; il passait à 2.500 quand on avait trouvé une solution, à 10.000 pour deux solutions, à 20.000 pour trois solutions, à 30.000 pour quatre solutions, à 40.000 pour cinq solutions, à 50.000 pour six solutions et à 100.000 au delà. On a manqué probablement peu de solutions multiples, mais certainement beaucoup de solutions simples, 1.000 points de départ étant une valeur faible, beaucoup de solutions n'apparaissant pas une fois sur mille, surtout quand on ne fait que 2.000 itérations. Avec un autre essai portant sur seulement 122 corps mais avec un nombre de points de départ de 10.000, on est arrivé à plus de 60% de corps ayant au moins une solution. Le pourcentage réel de corps qui ont au moins une solution dépend des corps essayés, mais il doit être au moins de 50%.

Pour la première expérience, le nombre total de solutions a été de 2401, soit un nombre moyen de solutions pour les corps qui en avaient au moins une de 1,57. Il arrive donc très souvent qu'il existe des solutions multiples. Le nombre total de solutions a été ainsi de 67% de celui des corps étudiés, c'est à dire les deux tiers. Il est à noter que tous ces chiffres sous-estiment la réalité, le nombre des itérations et surtout celui des points de départ étant trop faibles. Il est d'ailleurs arrivé plusieurs fois qu'en reprenant un essai avec une autre séquence de points de départ, on ne retrouvait pas une solution déjà rencontrée.

4.2 Influence des divers paramètres

Il y a deux paramètres importants : le nombre maximum d'itérations et le nombre de points de départ. Par ailleurs, il est essentiel de bien définir la condition qui sélectionne les situations où l'on examine si l'ensemble des caractères des nombres affichés est le même que celui de l'ensemble des caractères des nombres réels.

4.2.1 Le nombre d'itérations

Le nombre d'itérations doit avoir au moins une valeur de 1.000. Au delà de 25.000 itérations, il est très rare que l'on trouve ensuite une solution. Quand il y a des solutions multiples, augmenter le nombre d'itérations n'a pas tellement pour effet d'augmenter le nombre de solutions trouvées que d'augmenter le fréquence de certaines d'entre elles. Prenons une expérience faite avec 1.000 points de départ pour le corps donné en annexe 3. La séquence des points de départ est la même pour toutes ces expériences, ce qui fait que le nombre de solutions ne peut jamais décroître si l'on augmente le nombre d'itérations. Avec ces 1.000 point de départ, on a retrouvé quatre des dix solutions et pour chacune d'entre elles, j'indique le nombre de fois qu'elle a été rencontrée.


Nombre
nombre de
nombre de
nombre de
nombre de

d'itérations
solution I
solution II
solution IV
Solution V
Temps


100
0
0
0
1
18s


200
0
0
0
1
37s


500
0
0
1
1
90s


1.000
1
2
1
1
184s


2.000
1
3
2
2
367S


5.000
1
3
5
2
920s


7.500
1
3
18
2
1384s


10.000
1
3
44
2
1801s


15.000
1
3
117
2
2608s


20.000
1
3
168
2
3455s


50.000
1
3
186
2
7984s


100.000
1
3
186
2
15452s

On arrive à 19,2% de succès si l'on admet 50.000 itérations. Au delà de ce nombre, le nombre de succès n'augmente pas. En augmentant le nombre d'itérations, on augmente considérablement le nombre de succès, mais on n'augmente pas le nombre de solutions différentes au delà d'une limite faible : à 1.000 itérations, on a les quatre solutions que l'on aura à la fin. On n'a pas trouvé les six autres solutions en augmentant ce nombre d'itérations. Par ailleurs, l'augmentation du nombre d'itérations n'a augmenté le nombre de découvertes que pour la solution IV. Pour les trois autres solutions trouvées, leur nombre de découverte a été figé après 2.000 itérations.

Le temps croit linéairement au départ. La courbe s'infléchit ensuite quand le nombre de succès devient important. En effet, on arrête dès que l'on a un succès, et le gain est d'autant plus important que le nombre d'itérations permis est grand.

4.2.2 Le nombre de points de départ

Il est important d'avoir un grand nombre de points de départ. Dans l'expérience précédente, bien que l'on allait jusqu'à 100.000 itérations, on n'a obtenu que quatre des dix solutions parce que l'on n'avait que 1.000 points de départ. L'une des solutions n'a été obtenue qu'une fois sur 100.000 points de départ.

Il n'est pas évident de définir ce qu'est un bon point de départ, aussi le système se contente-t-il de balayer au hasard l'espace des points de départ. Il utilise des nombres pseudo-aléatoires pour cela, l'aléatoire pur n'apportant aucun avantage. Au contraire, le pseudo-aléatoire permet de refaire la même séquence de points de départ avec des valeurs différentes des paramètres. Nous pouvons ainsi apprécier l'importance de ces paramètres.

J'ai fait un essai pour 122 corps avec un nombre d'itérations de 2000. Le tableau ci-dessous donne le nombre de corps pour lesquels il y a eu au moins un succès avec des nombres de points de départ variant de 100 à 10.000. Il donne également Le pourcentage de corps qui ont au moins un succès pour ces mêmes nombres de points de départ.

  Nombre de

    points de
100
200
500
1000
2000
5000
10000
départ envisagés

Nombre de

corps avec
19
31
51
59
61
72
75
  solution

Pourcentage

  de corps
15,6
25,4
41,8
48,4
50,0
59,0
61,5
avec solution

4.2.3 La condition de test

On teste si l'ensemble des caractères des nombres affichés est le même que l'ensemble des caractères des nombres réels. Si cela est vrai, l'ensemble des nombres réels est une solution. Cette condition est inutile pour la méthode d'Hofstadter pour laquelle on a automatiquement la solutions à l'étape suivante si elle est satisfaite. Par contre, pour la variante utilisée ici, cette condition est indispensable. Sans elle, on peut très bien passer à côté d'une solution. Par exemple, on a affiché à un certain instant "cinq" 'f' et "quatre" 'z' et on a compté qu'il y a en réalité 4 f' et 5 'z' . Même s'il n'y a pas d'autre différence entre valeurs affichées et réelles, on ne trouve pas toujours la solution évidente si l'on n'utilise pas l'amélioration où l'on compare les lettres des nombres affichés et réels. Cela se produit même si l'on fait ensuite de nombreuses itérations.

L' "écart" est une mesure de la distance à la solution. C'est la somme sur toutes les lettres des valeurs absolues des différences entre valeurs affichées et valeurs réelles. En reprenant l'exemple précédent, l'écart est de deux, il y a en effet une différence de une unité pour 'f' et de une unité pour 'z'. Dans l'exemple donné dans la section 2.1, cet écart est de douze. Il peut donc atteindre des valeurs importantes et donner quand même un succès.

S'il est théoriquement possible qu'un écart impair conduise au succès, cela est certainement très rare. Tous les essais où les écarts impairs étaient autorisés n'ont jamais mené à une solution. Cela s'explique, car, en général, la méthode donne une solution quand il y a une permutation des nombres. Cela donne des écarts pairs : on compte N unités pour la différence entre les deux premiers éléments d'une permutation qui sont M et M+N  et N autres unités pour la différence entre M+N et M correspondant au couple symétrique de la permutation ; cela ajoute 2N points à l'écart. Aussi nous excluons dans la condition la recherche d'une solution en cas d'écart impair. Par ailleurs, nous donnons une limite supérieure à la valeur de l'écart pair pour laquelle on regarde si l'on fait cette vérification. La recherche des ensembles de lettres correspondant aux nombres affichés et réels différents demande un temps important ; il vaut mieux ne la faire que quand elle a des chances raisonnables de succès. De plus, comme la plupart des écarts sont compris entre 10 et 32, on rencontre peu d'écarts faibles, donc on fait rarement intervenir la méthode. Tant que l'écart maximum considéré est inférieur ou égal à 12, le temps supplémentaire que cela demande est très faible puisqu'il ne concerne qu'un faible pourcentage des situations, inférieur à 3%. Si l'on passsait à 20, cela concernerait près d'un cas sur quatre, en tenant compte du fait que l'on n'examine que les écarts pairs. Pourtant, la plupart des succès sont obtenus pour un écart inférieur ou égal à 12. La valeur de l'écart pour l'exemple donné à la section 2.1 est de 12 et cela mène déjà à un bouleversement de la phrase.

Les temps d'exécution augmentent rapidement dès que la valeur maximale de l'écart dépasse 10 puisque l'on rentre dans les zones où le nombre de situations ayant de telles valeurs est très grand. Par ailleurs, la plupart des succès ont lieu avec des écarts inférieurs ou égaux à 12.

4.3. Les meilleurs choix de paramètres

La valeur maximale pour laquelle on regarde si l'on a une solution par permutation des lettres devrait être voisine de 12. C'est un bon compromis entre un temps d'exécution qui augmente très vite au delà et un pourcentage de succès qui n'augmente pratiquement plus  On n'a certainement pas intérêt à lui faire dépasser 18.

Le nombre d'itérations ne doit pas être inférieur à 2.000. En deçà de cette valeur, de nombreuses solutions ne sont plus trouvées. Au delà de 10.000, on augmente certes le nombre de fois d'obtention d'une solution, mais on ne découvre pas tellement de nouvelle solution. Si on n'a pas trouvé de solution après 25.000 itérations, on n'en trouvera pas davantage en poursuivant même jusqu'à 100.000 itérations.

Le facteur essentiel est le nombre de points de départ, certaines solutions n'étant trouvées que très rarement. Beaucoup d'expériences ont été faites avec 1.000 points de départ ce qui est très faible. Avec ce nombre de points de départ, on n'a jamais trouvé plus de quatre solutions sur dix pour le corps de l'appendice 3, même en augmentant à 40 l'écart ou à 100.000 le nombre d'itérations. Quand on prend un nombre de points de départ nettement supérieur à 1.000, il est fréquent d'avoir des solutions qui sont obtenues moins de une fois sur mille. Quand on fait deux essais avec le même corps avec des séquences différentes de points de départ, il arrive souvent que l'on ait une solution dans un cas et pas dans l'autre. 1000 points de départ est un minimum et il serait souhaitable qu'il soit au moins de 5000.

5. Réflexion sur le means-ends

Le "means-ends" est une méthode de résolution de problèmes où l'on détermine une différence entre la situation actuelle et le but à atteindre [Newell 1959]. Tant que l'on n'a pas atteint ce but, il existe au moins une telle différence. On associe à chaque différence un ensemble d'actions qui la réduisent. On applique une de ces actions et l'on poursuit jusqu'à ce que le but soit atteint.

Cette méthode est appliquée avec succès aussi bien par des humains que par des systèmes d'IA. Par exemple, pour résoudre une équation du premier degré, un sous-but est de faire passer les termes en 'x' d'un côté et les termes constants de l'autre. Une différence est la présence d'un terme en 'x' du mauvais côté. L'action correspondante est de le faire passer de l'autre côté en changeant son signe.

Quand un sujet ou un programme résout un problème de cette façon, il voit bien son progrès vers la résolution du problème. Mais cela suppose que les actions ne perturbent pas trop la situation. Si chaque fois que l'on réduit une différence, on en ajoute cinq autres, la méthode devrait échouer. La vie dans un monde où la moindre action a un grand nombre de conséquences devient vite très compliqué. Quand nous agissons sur un interrupteur, nous allumons la lumière et cela n'a pas d'autre conséquence importante, à part une faible augmentation de notre note d'électricité. Mais que serait notre vie si l'action sur cet interrupteur éteignait la lumière dans deux autres pièces, ouvrait la porte du frigo, interrompait le courant dans le four, faisait passer au rouge un feu à 100 kilomètres de là, arrêtait une rame de métro et sonnait l'heure de la fin des cours dans un lycée. Dans un monde où toutes les actions ont des conséquences multiples, il paraît difficile de résoudre des problèmes avec l'analyse means-ends. Or, le monde des phrases réflexives est de ce type, la modification d'un nombre associé à une lettre modifie une demi-douzaine de nombres associés à d'autres lettres.

On peut parfois utiliser la méthode means-ends dans un univers apparemment chaotique si l'on détermine un ensemble de macro-opérateurs pour lesquels l'univers cesse d'être chaotique. Prenons le cas du rubikube. Chaque rotation d'une partie du cube bouleverse toutes les faces, ce que l'on a gagné sur une face est largement perdu sur les autres. Il semblerait que nous soyons dans une situation analogue à celle de la phrase réflexive. Pourtant il existe des macro-opérateurs, formés de séquences d'une dizaine d'opérateurs élémentaires (rotations d'un quart de tour). Un de ces macro-opérateurs va par exemple permuter deux cubes diamétralement opposés sans changer quoi que ce soit aux autres cubes. A ce moment, il est possible d'appliquer l'analyse means-ends en réduisant progressivement les différences entre l'état actuel et le but. On repère une différence et on exécute le macro-opérateur qui réduit cette différence.

Malheureusement, nous connaissons peu de macro-opérateurs dans le domaine de la phrase réflexive. L'un d'entre eux est la permutation des nombres dans le cas où l'ensemble des caractères figurant dans les nombres réels est le même que l'ensemble des caractères figurant dans les nombres affichés. Nous avons vu un autre macro-opérateur avec le couple onze–douze qui permet d'avoir directement une solution à partir d'une solution déjà trouvée. Ces macro-opérateurs sont certes utiles, surtout le premier que le système utilise largement, mais ils sont insuffisants pour créer une démarche classique basée sur le means-ends.

Nous pourrions donc penser que la méthode means-ends ne peut être utilisée dans cet univers ; or elle conduit au succès. En effet, la méthode proposée par Hofstadter relève de cette idée. On prend une lettre pour laquelle le nombre affiché est différent du nombre réel et on remplace le nombre affiché par ce nombre réel. On avait une différence et on pense la réduire ainsi. Même de ce point de vue, la méthode n'est pas satisfaisante, car souvent on ne réduit pas cette différence, alors que l'on en crée d'autres en rendant incorrects des nombres qui étaient corrects. Supposons que le nombre affiché pour 'c' était de "quatre" et le nombre réel était "cinq", alors que le nombre affiché pour 'a' était de "neuf" et était égal au nombre réel. Si l'on remplace "quatre" par "cinq", le nombre de 'c' est toujours inexact puisqu'il est maintenant de "six", mais le nombre de 'a' est devenu inexact puisqu'il vaut maintenant "huit" alors qu'il est toujours affiché à "neuf". Il paraît incroyable que cette méthode puisse donner des résultats dans un univers où chaque action a autant de conséquences.

Une explication pourrait être que cette méthode fonctionne parce qu'il existe beaucoup de solutions dans l'espace de recherche et que n'importe quelle recherche combinatoire réussirait. Cela est évidemment faux, puisqu'il n'existe qu'une dizaine de solutions au plus dans un espace qui a des milliards de milliards de situations. On peut avoir une idée de la taille de cet espace en considérant celui qui est défini par les dix solutions du corps étudié dans l'annexe 3. Si on prend l'espace défini par les valeurs extrêmes rencontrées, on arrive à 1,7 X 1012. Mais il est difficile de tomber a priori juste sur ces valeurs et d'être sûr qu'il n'y aura pas de solution avec moins de 38 'e' ou plus de 43 'e'. En supposant seulement la possibilité d'une unité en moins pour chaque valeur minimale et d'une en plus pour chaque valeur maximale, on arrive à un espace de 1,2 X 1015 éléments dans lequel il y a dix solutions. Ceci est à comparer avec les 100.000 points de départ et les 5.000 itérations pour l'expérience décrite dans l'annexe 3. Cela fait un total de 5 X 108 essais qui ont donné 4433 succès puisque l'on a engendré de nombreuses fois la plupart des phrases. Ce résultat est incomparablement supérieur à ce que donnerait une recherche au hasard.

Un des mérites de la méthode d'Hofstadter est de se placer dans des zones où il y a des chances d'avoir des solutions, les valeurs des nombres considérés au cours des itérations sont pour chaque lettre du même ordre de grandeur que ceux des solutions. Il n'est pas évident de trouver une autre méthode qui maintiendrait aussi simplement cette situation. Mais, vu la taille de l'espace raisonnable de recherche, cela n'explique pas tout. Est-ce que les systèmes qui évoluent ont des propriétés spéciales ?

6. Conclusion

Au fond, est-ce bien utile de savoir que cette phrase contient cinq 'a', deux 'b', huit 'c', huit 'd', vingt 'e', quatre 'f', cinq 'g', six 'h', vingt-deux 'i', un 'j', un 'k', deux 'l', un 'm', vingt-deux 'n', cinq 'o', trois 'p', sept 'q', cinq 'r', huit 's', dix-neuf 't', vingt 'u', six 'v', un 'w', huit 'x', un 'y' et enfin un 'z' ?

Etudier la construction de phrases réflexives peut sembler un amusement sans grand intérêt. Il est évident que cela n'a pas une grande importance pratique. Pourtant, je pense que l'étude de ce problème est intéressante pour trois raisons :

— Il existe de nombreux problèmes qui ont les mêmes caractéristiques que la construction de phrases réflexives, chaque action ayant des conséquences importantes sur la situation et détruisant ce qui était satisfaisant. Il serait intéressant de voir quelles méthodes sont les plus efficaces pour résoudre les problèmes où chaque action a de nombreuses conséquences. Cela se produit presque toujours quand la réflexivité est en jeu, mais cela arrive aussi dans d'autres types de problèmes.

Nous avons mentionné plus haut le rubikube où chaque action modifie beaucoup les couleurs des carrés des diverses faces. C'est le cas de bien d'autres puzzles, par exemple le "instant insanity" où l'on doit empiler des cubes dont les faces ont des couleurs différentes de telle façon que l'on ait la même couleur sur chaque verticale ; une rotation d'un cube a en général pour effet de rendre davantage monocolore une colonne, mais d'aggraver la situation sur les autres. L'existence d'actions qui ont de nombreuses conséquences devient fréquente dans les problèmes du monde réel, à cause des liens de plus en plus nombreux entre les différents domaines. Les hommes politiques veulent tous relancer l'économie ou réduire le chômage. Pour cela ils prennent une mesure qui paraît raisonnable pour le but cherché, mais elle a des conséquences imprévues et néfastes sur d'autres domaines. Cela les oblige à prendre une autre mesure pour y remédier, mais cette nouvelle mesure va avoir des conséquences négatives pour le but initial.

— De telles études incitent à réfléchir sur la réflexivité [Pitrat 1988]. Un premier problème est de savoir comment la mettre en œuvre ; nous avons marqué ici l'auto-référence avec le démonstratif "ce" et un nom qui caractérise un texte comme "phrase" ou "titre". D'autres solutions sont possibles, comme l'utilisation du pronom "je". Mais est-ce vraiment de l'auto-référence, c'est nous qui l'interprétons ainsi. Dans « J'ai dit "il fait beau". Cette phrase ne contient aucun 'y'.», "cette phrase" fait référence à une phrase citée dans la phrase précédente et non à elle-même. Elle serait d'ailleurs fausse si elle s'appliquait à elle-même.

La phrase qui s'applique à elle-même le sait implicitement parce que nous l'obligeons à se modifier en conséquence. Pourtant, dans beaucoup d'applications, comme celle où des méta​connaissances s'appliquent à elle-mêmes, ces méta​connaissances ne le savent pas et se traitent comme elles le feraient de n'importe quelle autre connaissance. Contrairement à ce qui se passe ici, la modification n'a pas effet instantanément, la nouvelle forme attendant que la forme ancienne ait terminé sa tâche pour prendre sa place. La notion d'individu n'est pas toujours claire dans le domaine de la réflexivité [Pitrat 89 et 95]. Nous avons affaire ici à la réflexivité la plus pure et la plus rare : un élément fait référence à lui-même et non à une copie de lui-même comme cela arrive en général en informatique. C'est d'ailleurs pour cette raison que le problème est si difficile.

Par ailleurs, il existe des cas où savoir si deux individus sont ou non les mêmes n'est pas très clair. Par exemple considère-t-on ou non comme la même phrase les variantes correctes bâties sur le même corps ? De même, considère-t-on comme la même phrase le titre de ce rapport et la traduction que j'en ai donné en anglais ? Et qu'en est-il de ce titre et d'une traduction littérale en anglais ?

— La méthode means-ends donne de bons résultats dans une situation où nous ne nous y attendions pas. Est-ce que cette méthode capte une régularité encore inconnue du problème, voire du monde ? Y-a-t-il d'autres problèmes pour lesquelles une telle méthode obtient des succès contre toute attente ? Le succès est-il dû à l'existence d'un mécanisme évolutif ? Nous sommes surpris et il est toujours utile de lancer une réflexion pour comprendre les raisons d'une surprise.
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Annexe 1 : Glossaire

* affiché : Le nombre affiché lié à un caractère est celui que la phrase déclare pour ce caractère.

* ajout : Un ajout est un ensemble de caractères que l'on ajoute au noyau pour former un corps particulier. On définit plusieurs ensembles d'ajouts indépendants les uns des autres pour créer un grand nombre de corps.

* corps : Le corps d'une phrase est formé de l'ensemble des caractères de cette phrase que l'on veut compter et qui ne sont pas dans les nombres associés aux lettres. Dans le cas où l'on engendre les corps automatiquement, il est constitué du noyau et de l'ensemble des ajouts.

* correct : Une phrase est correcte si, pour chaque caractère, le nombre affiché est égal au nombre d'occurrences réel de ce caractère dans la phrase.

* degré déterminant le problème : C'est le nombre minimum de nombres qu'il faut connaître pour vérifier si une phrase décrit correctement son contenu quand on connaît déjà son corps. Il est de 18 pour le français ; il est de 16 pour l'anglais à condition que la phrase n'ait pas une longeur démesurée. Plus il est élevé, plus la combinatoire est élevée.

* écart : L' écart est la somme, sur tous les caractères, des valeurs absolues des différences entre valeurs réelles et valeurs affichées. S'il est nul, on a une solution.

* fixe : La partie fixe d'une phrase est formée du corps et des caractères des nombres liés aux caractères qui n'apparaissent dans aucun nombre.

* itération : A chaque itération, on remplace certains des nombres affichés par les nombres réels correspondants. Dans la méthode d'Hofstadter, tous les nombres affichés différents des nombres réels sont remplacés à chaque itération ; dans la méthode modifiée, un seul remplacement est fait à chaque itération.

* mobile : La partie mobile d'une phrase est formée des caractères des nombres qui sont liés aux caractères qui peuvent figurer dans des nombres.

* nombre : La partie nombre d'une phrase est formée de l'ensemble des caractères qui appartiennent aux nombres liés aux caractères que l'on compte 

* noyau : Dans la méthode proposée pour engendrer de nombreuses phrases réflexives, le noyau est la partie commune aux corps de toutes ces phrases.

* point de départ : Un point de départ est l'ensemble des nombres tirés au hasard que l'on affecte à tous les caractères dont le nombre est défini dans la phrase ; en français, on tire 26 nombres. A la suite de ce tirage, on itérera jusqu'au nombre maximum d'itérations prévu sauf si l'on atteint une solution auquel cas on arrête évidemment les itérations. On continue avec le point de départ suivant jusqu'à avoir atteint le nombre maximum de points de départ prévu sauf si l'on a trouvé une solution et si l'on ne désire pas avoir plusieurs solutions pour le même corps.

* réel : Le nombre réel lié à un caractère est le nombre de ses occurrences dans la phrase.

Annexe 2 : Le programme

Il est écrit en C. Les commentaires sont en italiques.

#include <stdio.h>

char noyau[]="vousavezraisondecompterleslettresdecettephraseavantdelacroirequandelleaffirmequellecontientabcdefghijklmnopqrstuvwxyetz";

Définition du noyau.

char ajout[9][4][30]={

{"cherlecteur","","cherslecteurs","amilecteur"},

{"","bien","parfaitement"},

{"soigneusement","avecsoin","avecbeaucoupdesoin",""},

{"longue","curieuse","bizarre",""},

{"finalement","pourfinir","enfin","pourterminer"},

{"exactement",""},

{"etderecompter",""},

{"toutes",""},

{"vous",""}

};

Nous venons de donner la liste des ajouts. Il y en a neuf qui ont au plus quatre valeurs possibles. On a supposé qu'un ajout ne peut avoir plus de 29 caractères.

char lettres[100][30]={"zero","un","deux","trois","quatre","cinq","six", "sept","huit",

"neuf","dix","onze","douze","treize","quatorze","quinze","seize",

"dixsept","dixhuit","dixneuf","vingt","vingtetun","vingtdeux",

"vingttrois","vingtquatre","vingtcinq","vingtsix","vingtsept",

"vingthuit","vingtneuf","trente","trenteetun","trentedeux",

"trentetrois","trentequatre","trentecinq","trentesix","trentesept",

"trentehuit","trenteneuf","quarante","quaranteetun","quarantedeux",

"quarantetrois","quarantequatre","quarantecinq","quarantesix",

"quarantesept","quarantehuit","quaranteneuf","cinquante",

"cinquanteetun","cinquantedeux","cinquantetrois","cinquantequatre",

"cinquantecinq","cinquantesix","cinquantesept","cinquantehuit",

"cinquanteneuf","soixante","soixanteetun","soixantedeux",

"soixantetrois","soixantequatre","soixantecinq","soixantesix",

"soixantesept","soixantehuit","soixanteneuf","soixantedix",

"soixanteetonze","soixantedouze","soixantetreize",

"soixantequatorze","soixantequinze","soixanteseize",

"soixantedixsept","soixantedixhuit","soixantedixneuf",

"","","","","","","","","","","","","","","","","","","",""};

lettres[i] contient la suite des caractères du nombre i. "zero" ne sert normalement que dans l'initalisation de la phrase. Toutefois, si l'on veut réaliser une phrase qui ne contienne pas certaines lettres, il faut impérativement remplacer "zero" par la suite vide. Si l'on veut passer à l'anglais, il suffit de changer ces nombres et de donner un noyau et des ajouts en anglais. Il faut cependant tenir compte de ce que, en anglais, on met  les lettres au pluriel s'il y a plusieurs occurrences. On doit donc mettre "twos", "threes", fives", etc, mais naturellement "one" figure sans 's'.

On n'a mis que les énoncés correspondants aux nombres allant de 0 à 79. Par précaution, on a ajouté vingt énoncés vides pour les valeurs entre 80 et 99 ; elles peuvent se rencontrer au moment de l'initialisation d'un nouveau point de départ. Il est alors possible d'atteindre des nombres de l'ordre de quatre-vingt pour 'e' ou 't' : ils apparaissent jusqu'à trois fois dans certains nombres, comme "trente-quatre".

Si jamais un nombre dépasse 79 dans une phrase solution, celle-ci est incorrecte. Cela ne peut arriver qu'avec des noyaux très longs et il suffit dans ce cas de définir les nombres après 79.

int nh[9]={4,3,4,4,4,2,2,2,2};

Liste des nombres de valeurs possibles pour chaque ajout.

main()

{

int reel[256], aff[256], w[256], g[20][256];

int za[256], zb[256], nn[20];

int nt, f, i, j, k, l, m, n, q, s, t, z;

int lim, bis, nz, ncorps, nsuc, tot, ecart, ecartmax, iter;

int ih[9], na[9];

scanf("%d %d %d %d %d %d %d %d %d %d %d %d %d %d %d", &ih[0], &ih[1], &ih[2], &ih[3], &ih[4], &ih[5], &ih[6], &ih[7], &ih[8], &ncorps, &nsuc, &tot, &lim, &iter, &ecartmax);

Les "ih" indiquent l'ensemble des neuf ajouts que l'on va commencer par examiner. "ncorps" est le nombre de corps envisagé, "nsuc" le nombre de corps pour lesquels on a eu au moins un succès et "tot" le nombre total de phrases réflexives engendrées. Ils sont lus de façon à pouvoir répartir les essais sur un même noyau sur plusieurs exécutions. Pour la première exécution, on  donne la valeur 0  à  ces 12 nombres. Pour les suivantes, on part des valeurs obtenues à la fin de l'exécution précédente.

"lim" est le nombre de points de départ que l'on considére pour un corps donné. La probabilité d'avoir un succès augmente asymptotiquement avec ce paramètre. Beaucoup d'essais ont été faits avec la valeur 1000 qui est très faible, certaines solutions n'ont été trouvées qu'une fois pour 100.000 points de départ. Le temps machine est proportionnel à ce paramètre. 10.000 serait une valeur plus sérieuse, mais le temps machine serait dix fois plus grand.

"iter" est le nombre d'itérations. Ce paramètre est important car il joue sur le temps machine, qui est proportionnel à ce nombre, et sur le pourcentage de succès qui croît asymptotiquement. Des essais ont été faits avec des valeurs entre 2.000 et 10.000. Beaucoup de solutions sont trouvées avant 2.000 itérations, mais il est assez fréquent que ce nombre soit compris entre 2.000 et 10.000 ; il est rare que plus de 10.000 itérations soient nécessaires pour trouver une solution quand il en existe une.

"ecartmax" est la valeur maximale de l'écart pour laquelle on fera la recherche d'une solution évidente. Une valeur de 12 est satisfaisante et il ne semble guère utile de dépasser 18.

for( ; ; )

Boucle sur les corps.

{

for (nt=0; nt<9; nt++) na[nt]=ih[nt];

Les "na" indiquent l'ensemble d'ajouts présentement utilisé.

for (nt=8; nt>=0; nt--) if (++ih[nt]>=nh[nt]) ih[nt]=0; else break;

Les "ih" définisent l'ensemble d'ajouts suivant.

ncorps++;

On vient de définir un nouveau corps, aussi on incrémente le nombre de corps essayés.

bis=(-1);

bis indique le nombre de solutions différentes obtenues pour le corps. Il est négatif tant que l'on n'en a pas encore trouvé, il vaut 0 si l'on en a trouvé une…et N-1 si l'on en a trouvé N.

for (f=0; f<lim; f++)

Boucle sur les "lim" points de départ.

{

for (z='a'; z<='z'; z++) w[z]=(rand()>>11)&077;

Détermination d'un point de départ ; on crée vingt-six nombres aléatoires équipartis entre 0 et 63. Le décalage est indispensable, la fonction rand n'étant pas de bonne qualité pour les bits de faible poids. En particulier, le bit de plus faible poids prend alternativement les valeurs 0 et 1. Sans cette précaution, on risque, comme cela est effectivement arrivé, un bouclage sur la séquence des valeurs de départ.

for (i='a'; i<='z'; i++) {reel[i]=0; aff[i]=w[i];}

"reel" contient l'ensemble des valeurs réelles, "aff" l'ensemble des valeurs affichées. L'ensemble des valeurs affichées de départ est celui des vingt-six nombres aléatoires que l'on vient de déterminer. On va calculer les valeurs réelles correspondantes. On a commencé par les initialiser à 0.

for (j=0; noyau[j]!='\0'; j++) reel[noyau[j]]++;

On compte les caractères du noyau.

for (i=0; i<9; i++) for (j=0; ajout[i][na[i]][j]!='\0'; j++) reel[ajout[i][na[i]][j]]++;

On prend maintenant en compte les caractères des 9 termes ajoutés au noyau.

for (i='a'; i<='z'; i++) for (j=0; lettres[w[i]][j]!='\0'; j++) reel[lettres[w[i]][j]]++;

On compte les caractères des vingt-six nombres aléatoires qui sont dans le tableau "w". "reel" contient bien les nombres d'occurrences réels des lettres de la phrase correspondant à l'affichage des nombres aléatoires que l'on vient de tirer.

q='a';

On initialise la lettre à partir de laquelle on commence à chercher une différence entre valeur affichée et valeur réelle.

for (n=0; n<iter; n++)

Boucle de "iter" itérations pour ce point de départ.

{

 lab1: q+=19;

 if (q>'z') q-=26;

 if (reel[q]==aff[q]) goto lab1;

On détermine la première lettre après la dernière lettre modifiée pour laquelle il y a une différence entre la valeur affichée et la valeur réelle. On progresse à chaque étape, puisque q n'est pas modifié ailleurs. Le choix de l'incrémentation à 19 plutôt qu'à 1 vient d'un bogue dans une ancienne version. Quand le bogue a été corrigé, les performances ont baissé. En analysant ce bogue, il est apparu que ce qu'il faisait correspondait aux instructions précédentes. Il semble qu'il vaut mieux ne pas faire un balayage trop systématique des lettres de l'alphabet et que «q+=19» est préférable à «q++».

 l=aff[q];

Valeur affichée de la lettre à modifier.

 m=reel[q];

Valeur réelle de la lettre à modifier. Il est indispensable de stocker la valeur réelle correspondant à la lettre choisie, car les étapes suivantes vont la modifier.

 for (s=0; lettres[l][s]!='\0'; s++) reel[lettres[l][s]]--;

On enlève des valeurs réelles les occurrences des caractères de l'ancienne valeur affichée de la lettre à modifier.

 for (t=0; lettres[m][t]!='\0'; t++) reel[lettres[m][t]]++;

On ajoute aux valeurs réelles les occurrences des caractères de l'ancienne valeur réelle de la lettre à modifier.

 aff[q]=m;

La nouvelle valeur affichée est l'ancienne valeur réelle.  On vient de mettre à jour les valeurs affichées et les valeurs réelles ; on va maintenant voir si l'on a obtenu une solution.

 ecart=0;

 for (k='a'; k<='z'; k++) ecart+=abs(reel[k]-aff[k]);

On calcule l'écart ; s'il est nul, on a une solution.

 if (ecart<=ecartmax&&(ecart%2)==0&&ecart>0)

{

Dans le cas où l'écart n'est pas nul, on vérifie si l'on n'a pas quand même une solution évidente. Pour cela, on examine si l'ensemble des lettres des valeurs affichées est le même que l'ensemble des lettres des valeurs réelles. Comme ceci est long, on ne le fait que pour les écarts pairs, les écarts impairs ayant très peu de chance de donner lieu à un tel accord. On ne le fait également que pour des écarts pas trop importants, valant au plus ecartmax.

 for (j='a'; j<='z'; j++) {za[j]=0; zb[j]=0;}

Initialisation des compteurs.

 for (j='a'; j<='z'; j++)

{if(reel[j]!=aff[j])

{for (s=0; lettres[reel[j]][s]!='\0'; s++) za[lettres[reel[j]][s]]++;

Les za contiennent le nombre d'occurrences de chaque caractère pour toutes les valeurs réelles qui ne sont pas égales aux valeurs affichées.

 for (s=0; lettres[aff[j]][s]!='\0'; s++) zb[lettres[aff[j]][s]]++;

Les zb contiennent le nombre d'occurrences de chaque caractère pour toutes les valeurs affichées qui ne sont pas égales aux valeurs réelles.

}

}

 for (j='a'; j<='z'; j++)  if (za[j]!=zb[j]) goto lab2;

Si l'on franchit cette boucle, l'ensemble des caractères des valeurs affichées est le même que l'ensemble des caractères des valeurs réelles. L'ensemble des valeurs réelles est donc une solution. Le "goto" est nécessaire, car il ne suffit pas de sortir de la boucle en cas d'échec.

 ecart=0;

}

lab2: if(ecart==0)

{

On a une solution qui est contenue dans les "reel". On regarde d'abord si on ne l'a pas déjà rencontrée, les "bis+1" solutions déjà connues étant stockées dans les "g".

 for (nz=0; nz<=bis; nz++)

{

 for (j='a'; j<='z'; j++) if (g[nz][j]!=reel[j]) goto lab4;

En cas de différence, la nouvelle solution n'est pas égale à la "nz"-ième solution déjà connue ; on passe à la comparaison avec la solution suivante si elle existe.

 nn[nz]++;

Il n'y a aucune différence avec une solution déjà rencontrée. On incrémente le nombre de fois où l'on a trouvé cette solution.

 goto lab3;

On saute à l'examen du point de départ suivant.

 lab4: ;

Fin de la boucle de recherche d'une solution déjà rencontrée.

}

 bis++;

C'est la première fois que l'on rencontre cette solution. "bis" compte le nombre de solutions différentes pour un corps.

 tot++;

On incrémente le nombre total de solutions différentes rencontrées avec ce noyau.

 if (bis==0)

{

C'est la première solution trouvée pour ce corps.

 nsuc++;

On incrémente le nombre total de corps pour lesquels il existe au moins une solution.

 printf("on considere %d,%d,%d,%d,%d,%d,%d,%d,%d. Total des essais %d, nombre de succes %d\n", na[0], na[1], na[2], na[3], na[4], na[5], na[6], na[7], na[8], ncorps, nsuc);

On imprime le numéro de chaque ajout quand on trouve la première solution. Cela permet de déterminer le corps.

}

printf("On a un nouveau succes %d. Total des succes %d\n", bis, tot);

 for (i='a'; i<='z'; i++) printf("(%c:%d)", i, reel[i]);

 printf("\n");

On imprime le nombre d'occurrences des lettres de la solution.

 for (j='a'; j<='z'; j++) g[bis][j]=reel[j];

On stocke dans les g les nombres d'occurrences de chaque caractère pour cette "bis+1"-ième solution.

 nn[bis]=1;

Les "nn" comptent le nombre de fois où l'on a trouvé chaque solution. Comme on a trouvé une solution, il est inutile de continuer d'itérer.

 goto lab3;

On passe au point de départ suivant.

}

}

lab3: ;

Fin de la boucle des points de départ.

}

for (nz=0; nz<=bis; nz++)

printf("nombre d'obtentions pour %d : %d sur %d essais avec %d iterations et un ecart max de %d\n", nz, nn[nz], lim, iter, ecartmax);

A la fin de l'examen d'un corps, on indique le nombre de succès rencontrés pour chaque solution.

if (nt<0) exit(0);

Si nt est négatif, on a traité tous les ajouts que l'on devait examiner.

}

}

C'est le programme le plus court que j'aie jamais écrit. En IA, les programmes ont d'habitude une taille nettement plus importante.

Annexe 3 : Une phrase avec de nombreuses solutions

Un corps a donné naissance à dix solutions, ce qui est supérieur à ce qui a été obtenu pour tous les autres corps essayés, les records suivants étant de huit solutions. Nous donnons ci-dessous ces solutions avec le nombre de fois qu'elles ont été obtenues au cours d'un essai avec 100 000 points de départ et 5.000 itérations. Le total des succès a été de 4433, ce qui fait 4,43% des points de départ. Dans un autre essai, les chiffres pourraient être un peu différents. En particulier, il se pourrait que l'on n'obtienne pas la dixième solution. Il se pourrait aussi que l'on trouve une onzième solution hypothétique que le programme n'a pas encore engendrée. Notons qu'avec la méthode initiale d'Hofstadter, aucune de ces solutions n'a été obtenue après 82.000 points de départ et 5.000 itérations.

Phrase I, engendrée 1470 fois.

Vous avez bien raison de compter toutes les lettres de cette phrase avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient quatorze 'a', deux 'b', huit 'c', neuf 'd', trente-neuf 'e', cinq 'f', quatre 'g', six 'h', vingt et un 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', quatre 'm', vingt-quatre 'n', douze 'o', quatre 'p', onze 'q', dix-huit 'r', dix 's', trente 't', vingt-cinq 'u', huit 'v', un 'w', six 'x', un 'y' et pour terminer cinq 'z'.

Phrase II, engendrée 1253 fois.

Vous avez bien raison de compter toutes les lettres de cette phrase avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient onze 'a', deux 'b', sept 'c', huit 'd', trente-neuf 'e', six 'f', cinq 'g', quatre 'h', vingt-deux 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', quatre 'm', vingt-cinq 'n', douze 'o', six 'p', neuf 'q', quinze 'r', quinze 's', vingt-six 't', vingt-trois 'u', neuf 'v', un 'w', sept 'x', un 'y' et pour terminer six 'z'.

Phrase III, engendrée 650 fois.

Vous avez bien raison de compter toutes les lettres de cette phrase avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient treize 'a', deux 'b', huit 'c', douze 'd', trente-huit 'e', cinq 'f', cinq 'g', six 'h', vingt-quatre 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', quatre 'm', vingt-deux 'n', dix 'o', cinq 'p', dix 'q', dix-sept 'r', dix 's', vingt-neuf 't', vingt-quatre 'u', neuf 'v', un 'w', huit 'x', un 'y' et pour terminer quatre 'z'.

Phrase IV, engendrée 455 fois.

Vous avez bien raison de compter toutes les lettres de cette phrase avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient treize 'a', deux 'b', sept 'c', neuf 'd', quarante et un 'e', six 'f', cinq 'g', quatre 'h', vingt-deux 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', quatre 'm', vingt-trois 'n', douze 'o', sept 'p', huit 'q', dix-sept 'r', seize 's', vingt-neuf 't', vingt-trois 'u', neuf 'v', un 'w', six 'x', un 'y' et pour terminer cinq 'z'.

Phrase V, engendrée 426 fois.

Vous avez bien raison de compter toutes les lettres de cette phrase avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient treize 'a', deux 'b', sept 'c', huit 'd', quarante 'e', cinq 'f', cinq 'g', quatre 'h', vingt-deux 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', quatre 'm', vingt-trois 'n', onze 'o', six 'p', neuf 'q', seize 'r', quinze 's', vingt-six 't', vingt-deux! 'u', neuf 'v', un 'w', sept 'x', un 'y' et pour terminer six 'z'.

Phrase VI, engendrée 89 fois.

Vous avez bien raison de compter toutes les lettres de cette phrase avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient treize 'a', deux 'b', sept 'c', sept 'd', quarante 'e', quatre 'f', cinq 'g', cinq 'h', vingt-trois 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', quatre 'm', vingt-deux 'n', onze 'o', six 'p', huit 'q', seize 'r', seize 's', vingt-huit 't', vingt et un 'u', neuf 'v', un 'w', six 'x', un 'y' et pour terminer six 'z'.

Phrase VII, engendrée 67 fois.

Vous avez bien raison de compter toutes les lettres de cette phrase avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient quatorze 'a', deux 'b', sept 'c', huit 'd', quarante 'e', cinq 'f', cinq 'g', quatre 'h', vingt et un 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', quatre 'm', vingt-deux 'n', douze 'o', six 'p', neuf 'q', seize 'r', seize 's', vingt-sept 't', vingt-trois 'u', neuf 'v', un 'w', six 'x', un 'y' et pour terminer six 'z'.

Phrase VIII, engendrée 18 fois.

Vous avez bien raison de compter toutes les lettres de cette phrase avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient seize 'a', deux 'b', huit 'c', huit 'd', quarante et un 'e', quatre 'f', cinq 'g', cinq 'h', vingt-trois 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', quatre 'm', vingt-trois 'n', quatorze 'o', quatre 'p', douze 'q', vingt-deux 'r', treize 's', trente-trois 't', vingt-cinq 'u', neuf 'v', un 'w', quatre 'x', un 'y' et pour terminer six 'z'.

Phrase IX, engendrée 4 fois.

Vous avez bien raison de compter toutes les lettres de cette phrase avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient quinze 'a', deux 'b', six 'c', neuf 'd', quarante 'e', six 'f', cinq 'g', quatre 'h', vingt 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', quatre 'm', vingt-deux 'n', neuf 'o', sept 'p', dix 'q', dix-sept 'r', treize 's', vingt-huit 't', vingt-quatre 'u', neuf 'v', un 'w', sept 'x', un 'y' et pour terminer quatre 'z'.

Phrase X, engendrée 1 fois.

Vous avez bien raison de compter toutes les lettres de cette phrase avant de la croire quand elle vous affirme qu'elle contient quinze 'a', deux 'b', sept 'c', sept 'd', quarante-trois 'e', quatre 'f', cinq 'g', trois 'h', vingt et un 'i', un 'j', un 'k', huit 'l', quatre 'm', vingt-cinq 'n', treize 'o', sept 'p', douze 'q', vingt et un 'r', quinze 's', trente-quatre 't', vingt-quatre 'u', neuf 'v', un 'w', trois 'x', un 'y' et pour terminer six 'z'.

Pour ces dix phrases, voici les valeurs minimales et maximales ainsi que le nombre de valeurs possibles, c'est à dire en comptant les intermédiaires et les extrêmes, pour les 18 lettres correspondant au degré déterminant le problème :


lettre
valeur minimum
valeur maximum
nombre de valeurs


'a'
11
16
6


'c'
6
8
3


'd'
7
12
6


'e'
38
43
6


'f'
4
6
3


'g'
4
5
2


'h'
3
6
4


'i'
20
24
5


'n'
22
25
4


'o'
9
14
6


'p'
4
7
4


'q'
8
12
5


'r'
15
22
8


's'
10
16
7


't'
26
34
9


'u'
21
25
5


'x'
3
8
6


'z'
4
6
3

Remarquons que certaines valeurs intermédiaires peuvent ne pas être représentées dans les solutions, par exemple "dix" et "onze" pour 'd'. Ce sont pourtant des valeurs possibles puisqu'elles sont encadrées par des valeurs qui sont, elles, représentées. Le produit des nombres de valeurs donne une borne inférieure de la taille d'un espace de recherche raisonnable. Il vaut 215 X 310 X 53 X 7, soit environ 1,7 X 1012. Mais il est difficile a priori de déterminer ces limites avec autant de précision. Si l'on enlève une seule unité pour chaque valeur minimale et si on ajoute une seule unité pour chaque valeur maximale, on arrive cette fois à un espace de taille 1,2 X 1015. Même ce nombre est sans doute plutôt trop petit : dans les deux exemples de la phrase qui ne mentait pas, donnés dans les sections 2.5 et 3.1, les nombres d'occurrences de 'q' étaient de 7 et de 16, ce qui correspond à dix valeurs raisonnables pour cette lettre. C'est largement supérieur au chiffre de 5 trouvé pour les dix phrases du corps étudié ici.


